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14.1   简介



随着科技的快速发展, 我们迎来了大数据时代. 通过对海量数据的处理与分析, 可以发现巨大的社会价值, 

服务于生产生活. 日益增长的海量数据往往呈现“流”特征, 亦称“数据流”, 此类大数据对存储承载力与计算

机的计算性能等方面提出了更高的要求, 传统的基于离线优化的机器学习算法面对极大的挑战. 因此, 在线

学习的出现解决了这一问题. 在线学习算法可被理解为：在重复决策的过程中, 算法基于之前的经验以及

当前的数据做出预测, 以实现实时决策并不断地对模型进行改进, 来提高预测的精度. 在线学习算法已经被

广泛应用于数据流的分析中.

在线学习是基于机器学习的方法, 对海量数据流进行训练, 基于之前的经验 (即保存下来的估计), 来不断更

新最佳的预测, 而非传统地以批量处理的方式运行. 在数据流框架下, 传统的批量学习方法具有时间和空间

成本高、效率低、扩展性差的特点, 在线学习方法仅仅基于当前数据和历史估计结果进行更新, 算法的效

率和可扩展性大大提高.



接下来介绍一个在线学习的应用实例, 比如在云计算中使用并行处理时,需要实现一种分配资源和调度任务

执行顺序的机制. 由于资源和任务在过程中不断更新, 后台研究人员无法一次性得到所有的信息进行离线

训练. 因此可以利用在线学习算法根据实际任务执行的更新信息动态调整资源分配, 提高云的利用率.

在线学习适合大数据时代的分布式数据流的处理流程, 目前, 在线学习已经成为机器学习与人工智能领域

的重要研究课题, 其研究方向可能集中在对维度更敏感的高效在线图优化算法、理论方面上下限分析及最

优解的寻找等方面.

下面以均值模型、线性模型、岭回归以及高维模型讲解在线学习算法, 主要介绍 3 种方法：累积统计量、

在线梯度下降以及正则化的在线梯度下降.



14.2   累积统计量在线学习



平均值反映数据的位置, 描述数据中心. 对于一组 p 维的数据 X1, · · · ,Xn, 我们可构建均值模型为

, 1, 2, , .i i i n  X μ 

▶ 模型通过误差 εi 来描述以 µ 为中心的样本值. 对于参数 µ, 用样本均值进行参数估计, 即
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▶ 然而, 对于实时获取的海量数据流来讲, 我们会按照时间观测到数据 {Xti :i = 1, 2 · · · , nt, t = 1, 2, · · · }, Xti 代表第 t 

批次数据流第 i 个样本, nt 是第 t批次数据的样本量. 数据的更新意味着需要对模型不断地进行重复计算. 受限于数

据存储承载力与计算机的计算性能, 传统的离线算法不适用于数据流的均值估计.

因此, 我们可以构建在线学习均值模型, 即在保存的前面算法结果的基础上仅对新数据进行处理, 从而不断

更新总体期望的估计结果. 截止到第 t批次, 均值估计过程如下：
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▶ 其中 Nt = n1 + · · · + nt. 通过在线学习均值模型的构建, 在已知                    (已保存, 仅为 p 维向量) 的基础上, 只需计

算                以及更新 Nt 的值, 便可得到新数据下参数 µ 的估计. 这样一来, 可从多输入源分布式地输入数据,算法的

效率和可扩展性都大大提高.
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在线更新样本均值算法流程可以表示如下：

当然, 我们可以选择终止条件, 在某一时刻终止上述在线算法, 得到收敛值, 并将其作为最终的均值估计值.



线性模型是一种描述因变量和自变量之间线性关系的模型, 假设因变量Y 和 p 个自变量 X1,· · · ,Xp 之间存

在简单的线性关系, 可构建如下形式：
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对于实时获取的海量回归数据流来讲, 我们假设观测到数据                                                        , 令  TT, : 1,2, , , 1,2,ti ii tY i n t X  
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截止到第 t 批次数据的到来, 回归模型的参数估计过程如下：
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▶ 通过在线学习线性模型的构建, 在已知                 (已保存, 仅为 (p+1)×(p+1)矩阵) 和                  (已保存, 仅为 p + 1 维

向量) 的基础上, 只需计算              以及               的值, 便可得到新数据下参数 β 的估计. 这样一来, 可从多输入源分

布式地输入数据, 算法的效率和可扩展性都大大提高.
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在线更新回归参数算法流程可以表示如下：



14.3   在线梯度下降



本章节介绍在线梯度下降算法 (online gradient descent, OGD), 并研究算法收敛性以及在线性模型和岭回归

模型中的应用.



假设第 t 次批量数据到来, 在传统离线优化算法中, 我们采用一般形式的损失函数去估计感兴趣参数 β：
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▶ 其中 ℓj (β) = ℓ(hβ(Xj ),Yj ) 代表第 j 批量数据下的损失函数, 例如二次损失或负对数似然等, 且满足利普希茨连续性. 

然而, 若采用上述形式损失函数更新参数, 则需要使用数据流的所有样本进行估计, 模型训练速度会随着时间的增加

变得越来越慢.

接下来, 我们采用在线梯度下降算法对其进行无约束优化, 估计模型参数. 梯度下降法是一种最优化算法, 

从几何意义上来讲, 梯度是函数变化增加最快的方向, 沿着梯度向量相反的方向, 梯度减少更快, 更加容易

找到函数的最小值. 根据损失函数的选取、更新参数时使用样本数量的不同, 常见的梯度下降法分为批量

梯度下降法 BGD、随机梯度下降法 SGD、小批量梯度下降法 MBGD 等.



对于日益增加的样本量, 若使用传统离线的优化方法, 虽然模型拟合精度得到提高, 但是计算复杂度不断提

高, 训练速度会越来越来慢, 并且历史数据也被重复使用. 因此, Zinkevich[156] 提出了在线梯度下降的在线学

习算法.在线梯度下降算法思想是在第 t + 1 阶段, 仅使用第 t 阶段的数据对应的损失函数 lt(β) 进行梯度下

降. 计算出直接下降结果后, 若可行域 K 受限, 还需将梯度下降后的结果投影回可行空间.

在明确回归函数 hβ(X) 以及损失函数lt(β) 的具体形式后, OGD 算法流程的一般框架如下所示：



定义遗憾函数 (regret function)
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▶ 其中                                          ,βt 表示第 t 轮迭代值. 随着时间 T 的增加, 遗憾函数的值接近于一个常量, 则算法的收

敛值 βT 与最优的 β∗  是一致的, 即可证明此在线学习方法是有效的.
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接下来, 我们分析 OGD 算法的收敛性. 根据投影点的对应关系, 可以得到
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▶ 由此式变形后, 可以得到
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▶ 另一方面, 根据损失函数的凸性可以得到
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▶ 合并上述两式可得
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▶ 再由损失函数的利普希茨连续性 (假设常数为 L ) 可知,                              因此得到 RT 上界的最终形式如下: , t tt L β
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▶ 当且仅当                                  , 即                       时, 式右边取最小值, 即                               .因此, 我们推出 OGD 算法

的性能最差情况是O    .
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注意到上述 OGD 算法是对于一般模型而言的, 实现了在线梯度下降的算法功能, 具有一定的包容性与可扩

展性, 相比于传统离线优化算法大大减少了计算的复杂度, 因为损失函数 lt(β) 仅使用第 t 阶段的数据. 借助 

OGD的算法思想, 假设第 t 阶段的二次损失函数为
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▶ 对应的梯度是

   T
t t t tl   β Y βX X .

在基于二次损失构造线性模型在线学习算法时, 我们不妨在第 t 阶段, 选取第 t − 1 阶段求得的 βt−1 计算梯

度值, 这样不仅能通过新数据不断迭代更新参数估计, 还减少了第 t 阶段模型拟合带来的计算复杂度. 因此

第 t 阶段的梯度的计算公式如下：
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1 1t t t t t tl     β X Y X β .



另外, 考虑到线性模型的可行域为 Rp+1, 梯度下降后无需将中间迭代结果投影回可行域. 因此基于二次损

失的线性模型在线学习算法流程可以表示如下：



岭回归方法是一种解决回归数据共线性问题的监督学习方法. 其使用的目标函数是在二次损失的基础上, 

增加 L2 正则项, 详细介绍参考回归模型章节. 下面介绍基于二次损失的岭回归在线学习算法. 假设观测到第 

t 次批量数据的到来, 在传统岭回归模型离线优化算法中, 采用如下二次损失函数去估计感兴趣参数 β：
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▶ 对应的梯度是

   T1
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▶ 考虑到模型的训练速度以及计算的复杂度, 不妨借助上一节线性模型在线学习的思想, 第 t 阶段对应的梯度函数, 选

取第 t − 1 阶段求得的 βt−1 进行下一步的迭代, 这样不仅能通过新数据不断迭代更新参数估计, 还不用基于当前数据

拟合模型, 即此时的梯度是
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以上岭回归模型的在线学习算法流程可以表示如下：



14.4   基于正则化的在线梯度下降



FTL(follow the leader) 算法在损失函数强凸的情形下能有效解决在线优化问题, 其算法的思想是通过最小

化累积损失来更新参数, 公式如下：
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▶ 由归纳法得 FTL 算法的遗憾函数上限为
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可见, 在损失函数强凸的情形下, βt 会收敛到 β∗ . 但是, 在在线线性优化(online linear optimization) 问题中不

一定成立. 接下来, 我们考虑一维的感兴趣参数 β, 损失函数关于 β 是线性的, 假设为 lt(β) = Gtβ, β ∈ [−1, 1]. 

此时 Gt 是损失函数的梯度, 其取值为
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▶ 由参数更新公式得
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使用 FTL 算法会出现参数震荡现象:



经过计算, β 最终的 “收敛值” 在 1 和 −1 之间震荡, 并不收敛, FTL 算法在这个在线线性优化问题上失效. 因

此, FTL 算法在损失函数强凸的情形下虽然有效, 但在一般凸函数情形下不满足遗憾函数次线性, 导致参数

不收敛,可见算法不稳定.



为了解决上述问题, FTRL(follow the regularized leader) 算法在 FTL 算法的基础上增加正则化项 Pα(β) 来使

算法更稳定. FTRL 算法的参数更新公式如下：
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▶ 容易证明 FTRL 算法的遗憾函数上限为
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针对上述的在线线性优化问题, 不妨令                          ,求导得出参数更新公式为：βt+1 = βt − αGt, 注意此时

我们考虑的是多维的感兴趣参数 β,Gt 是梯度向量.
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FTRL 算法的遗憾函数上限为
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▶ 若参数                                 , 损失函数 l 满足 L-Lipschitz 条件, 即                            ,则 2
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▶ 当且仅当                          , 即                     时, 上式右边取得最小值. 因此代入α, 则遗憾函数满足
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▶ 因此, βt 收敛, 则 FTRL 为有效算法, 可见其相比于 FTL 算法更加稳定.



FTRL-Proximal 算法是一种用于点击率预估的在线机器学习系统的核心算法, 其可以看作 RDA(regularized 

dual averaging algorithm) 算法与FOBOS(forward backward splitting) 算法的结合体, 在 FTL 算法的基础上通

过增加 L1、L2 正则项的方式来兼顾算法的稀疏性与精确度.

为了进一步提高算法的稀疏性, FTRL-Proximal 算法在 FTRL 算法的基础上添加 L1 正则项. FTRL-Proximal 

算法使用如下损失函数更新参数：
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▶ 其中                                αt 是 t 时刻的学习率, λ 是 L1 正则化调谐参数, β 为感兴趣参数. 值得注意的是,                保证

向正确的方向更新, 而使用历史累积梯度保证不会过早地将重要特征的参数约束为 0.                                 要求新产

生的参数不要偏离历史参数太远, 即参数更新不要太激进,               保证解的稀疏性.
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在参数更新过程中, 我们将特征参数的各个维度拆解成独立的标量最小化问题, 从而简化算法, 具体计算过

程如下：

令                                                         , 不妨构造函数 F(β) 为
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▶ 即                                   下面求解使得 F(β) 最小的 β. 由于           在零点处不可导, 我们考虑使用次梯度方法. 1 argmint F 
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▶ 令其次梯度为 0, 并根据条件限制得到各维度参数更新公式如下：
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另外, FTRL-Proximal 算法考虑了数据在不同维度上的特征分布的不均匀性, 建议每个维度采用的学习率 

αt 是不一样的并改为如下形式的 αt,k：
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▶ 其中, αt,k 为 t 时刻 k 维度的学习率, ω, γ 为

超参数, Gt,k 为 t 时刻 k 维度的损失函数的

梯度.

FTRL-Proximal 算法流程如下：



14.5      在线学习实践


